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پایه تحصیلی :
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1404/05/01 تاریخ برگزاری

تابع ناصفر f‏ با ضابطه  روی  تعریف شده و برای هر  پیوسته1

است. اگر  موجود باشد، مقدار ‌آن کدام است؟

1234

تابع پیوسته f‏ یک به یک بوده و وارون خود را فقط در نقطه  قطع می‌کند. اگر  باشد، مقدار2

 کدام است؟

a4‏۲3‏۱2‏1

حاصل  کدام است؟3

صفر۵4‏123

اختلاف حد چپ و راست تابع  در  کدام است؟ )]‏ [‏:4

نماد جزء صحیح است.(

۵‏۱‏۶4‏۹3‏۲2‏۱‏1

اگر  در تمام نقاط دامنه‌اش پیوسته باشد، حاصل 5

کدام است؟

۲‏۲4‏-۴3‏-۴2‏1

اگر  باشد، حاصل x‏n‏m‏ چند برابر  است؟ 6

1234

مقدار  کدام است؟7

1234

f(x) =
|ax + a|۳−−√

+ (m − ۲)x +∣∣x۳ a۲∣∣
R − {a}x ≠ a

f(x)Lim
x→a

۳
−−

√١
۳−−√

۲
۳−−√

۳−−√

۲

A(a, f(a))f(۰) = ۲

Lim
x→a

f(x)

x

f '(a)

Lim
x→۲

x − ۲x − ١− −−−−√۳

− ۴x۲

۵
١۲

۷
١۲

f(x) = [۴ Sin ( )] − [ ] x۲ πx

١۲
x۲ ١

Cos (πx)
x = ۳

f(x) = {
m [۳x − ۷] − ۴a + ۳m x ≥ ۳

۲b [ − ۳x] − ۳a + ۲ x < ۳x۲

f( − m)b۲

a

= nLim
x→۲+

۲x − x + m− −−−−√

١ − Cos πx
− −−−−−−−−√

۲
−−

√(n ∈R)

−
١۰۵
۴

−
۳۵
١۲

۳۵
١۲

١۰۵
۴

Lim
x→۳

۲ + − ۴x − ۲− −−−−√ x + ١− −−−−√

x − ۳

۵
۴

۳
۴

۷
۴

۹
۴

1



اگر نمودارهای دو تابع f‏ و g‏ به صورت زیر باشند، حاصل  کدام است؟8

وجود ندارد.۱4‏۰3‏۱2‏-1

اگر تابع  در  پیوسته باشد، مقدار  کدام است؟9

) نماد جزء صحیح است.(

۱‏-1234

، حد تابع  موجود بوده و تابع f‏ در ‌آن10 اگر در ریشه‌ای از معادله 

پیوسته نباشد، مقدار کدام است؟

صفر۱4‏۲3‏-۳2‏-1

با توجه به شکل مقابل، مقدار  کدام است؟ )]‏ [‏ ، نماد جزء صحیح است.(11

۲‏۱4‏-۱3‏2صفر1

دامنهٔ تابع  یک همسایگی محذوف کدام مقدار است؟ ) نماد جزء صحیح است.(12

هیچ‌کدام۱4‏-۱3‏2صفر1

(f(x) + g(x))Lim
x→۰

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

a + [x] x < ۰

b x = ۰(−١)
[ ]x+١

x+۲

x > ۰Sin x

١−Cos x√

x = ۰a − b

[]

− ۲
−−

√۲
−−

√١

۵ − ax + b = ۰x۲f(x) =
+ ax + bx۲

x − ١

[ ]b − ۲a

۳

[ f(x)] − [f(x)]Lim
x→۲

Lim
x→۲

y =
١ − x۲
− −−−−

√

[x] + [−x]
[]

2



حد راست تابع  در  چقدر است؟ ) نماد جزء صحیح است.(13

۹‏۲4‏۱‏۵3‏۱‏۸2‏1

اگر  به طوری که  در تمام R‏ پیوسته باشد، مقدار k‏ کدام است؟14

۱34‏-۱2‏1

، کدام است؟ )نماد ]‏ [‏ به مفهوم جزء صحیح است.(15 ، وقتی  حد عبارت 

حد ندارد.۱34‏2صفر1

تابع  در  پیوسته است. حاصل  چقدر است؟16

1234

حاصل  برابر کدام است؟17

۳‏-۳4‏۶3‏-۶2‏1

حاصل  کدام است؟18

1234

حاصل  کدام است؟‌19

صفر4حد ندارد123

تابع  به ازای کدام مقدار a‏ در R‏ پیوسته است؟20

۴‏۳4‏۲3‏۱2‏1

اگر  و  باشد، حاصل  کدام است؟21

1234

f(x) = [−x] [− ]x۲x = ۲[]

f(x) = [x] + [−x]y = |f(x) + k|

١
۲

−
١
۲

(١ − [ ])١
x۲

x۲ ١
x۲

x → ۰

∞

f(x) =
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
x > π

١+Cos x√
x−π

a Cos( ) x ≤ πx

۴

x = πf(− )۴π

۳

١
۲

−
١
۲

١−١

Lim
x→۰

١ − Cos x۳

١ − ١ + x۲
− −−−−

√

Lim
x→١

− ۲۳ + x−−√
− −−−−−

√

x − ١

١
۴

١
۸

١
۳

١
۹

Lim
x→۲+

|x − ۲|

۷x − ١۴

١
۷

−
١
۷

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

, x > ١−١x√

−١x√۳

a Sin( x) , x ≤ ١π

۶

b ∈R= bLim
x→١

۲ − + axx۲− −−−−−√

− ۳x + ۲x۲
a − b

۵
۴

۷
۴

١
۲

۹
۴

3



، اختلاف مقادیر حد چپ و راست کدام است؟22 ، برای  با فرض 

۴‏۲4‏۱3‏2صفر1

شکل مقابل، نمودار تابع  است. کدام گزینه نادرست است؟23

1234

اگر تابع f‏ در  حد داشته باشد ولی تابع g‏ در  فاقد حد باشد، ‌آن‌‌گاه کدام گزینه همواره صحیح است؟24

 در  حد ندارد.2 در  حد ندارد.                        1

g‏f‏ در  حد ندارد.g4‏f‏ در  حد دارد.                        3

تابع  به ازای چه مجموعه مقادیر a‏ در R‏ پیوسته است؟25

هیچ مقدار a‏1234

، نماد جزء صحیح است.(26 حاصل  کدام است؟ )

234وجود ندارد.1

حاصل  کدام است؟27

۱‏234صفر1

اگر  باشد حاصل  کدام است؟ )]‏ [‏ علامت جزء صحیح است.(28

۴‏۲‏-۶4‏۱‏-۲3‏۱‏-۸2‏-1

f(x) =
− ۴∣∣x۲ ∣∣

x − ۲x
−−√

f(۲ − )Lim
x→۰

x۲

y = f(x)

f(x) = ۰Lim
x→۳

f(x) = ۰Lim
x→۰+

f(x) = f(۰)Lim
x→۰−

f(x) = ۴Lim
x→۰−

x = ax = a

f

g
x = a

g

f
x = a

x = ax = a

f(x) = { x + x ≥ a
۳
x

۳x + a x < a

{+١, −{١−}{١+}{١

A = ×Lim
x→− π

۴

١ + ۲ Sin x Cos x

[x] Cos x + Sin x۲ ۲

۲
Cos x + Sin x

[]

−
۲−−√

۲
۲
−−

√− ۲
−−

√

Lim
x→(−١)−

− ١∣∣x۲ ∣∣

x + x + ۲− −−−−√

۴
۳

−۴
۳

=Lim
x→

١

۳

−

[۴ Sin πx] − ۶x۲

ax + b

١
۴

a + b

4



اگر  در  حد داشته باشد، حاصل  کدام است؟29

۱‏-۲4‏-۲3‏۴2‏1

اگر  ، مقدار m‏ کدام است؟30

‌۱‏-۱4‏۲3‏-۲2‏1

مقدار  برابر کدام گزینه می‌باشد؟31

1234

حد راست تابع  در  کدام است؟32

۱‏۱4‏-123

حاصل  کدام است؟33

1234

تابع  در چند نقطه از بازه‌ی  ناپیوسته است؟34

سه4دو3یک2هیچ1

35) تابع  در  چگونه است؟ )]‏ [‏ ، علامت جزء‌ صحیح است، 

فقط پیوستگی چپ دارد.2فقط پیوستگی راست دارد.1

نه از راست پیوسته و نه از چپ پیوسته است.4پیوسته است.                        3

اگر تابع  در نقطه‌ی  پیوسته باشد، b‏a‏ کدام است؟36

)  نماد جزء صحیح است.(

۲‏-۲4‏۳3‏-۳2‏1

تابع  در بازه‌ی  چند نقطه‌ی ناپیوستگی دارد؟37

۱‏۵4‏۱‏۰3‏۱‏۵2‏1

f(x) = { x + ax x ≥ ١a۲

۳x − ١ x < ١
x = ١Lim

x→a

−x۲ a۲

x − a

= −١Lim
x→−١

+ ۳x + + ۳mx۳ mx۲

− (۲m − ١)x − ۲mx۲

Lim
x→π

Cos ۳x + Cos ۲x

(x − π)۲

۵
۴

۵
۲

−
۵
۴

−
۵
۲

f(x) =
Cos ۳x − Cos x
− −−−−−−−−−−−√

Sin ۳x − Sin x
x = π

۲
−−

√− ۲
−−

√

Lim
x→١

x + ١ − ۵ − x
− −−−−√

x − ١

۵
۲

۲
۳

۵
۴

۳
۴

y = [|Cos x|](۰, ۲π)

f(x) = [x] + (x − [x] )n
− −−−−−−−

√nx = ١n ∈N, n ⩾ ۲

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

[ cot x] + a x >۳−−√ π

۶

Cos ۲x + Sin x x = π

۶

[−۲Cos ۲x] − b x < π

۶

=x۰
π

۶

[]

y = [۵x] − [١۰x][۳, ۴]

5



حاصل  برابر کدام است؟38

۲4‏123

حاصل  کدام است؟39

۱‏234صفر1

حاصل  کدام است؟ ) نماد جزء صحیح است.(40

وجود ندارد.۱34‏2صفر1

Lim
x→۰+

x − tan ۳x

١ − Cos x
− −−−−−−−√

−۲ ۲
−−

√− ۲
−−

√۲ ۲
−−

√

Lim
x→(−١)−

− ١∣∣x۲ ∣∣

x + x + ۲− −−−−√

۴
۳

−
۴
۳

[۲Cos x−١]Lim
x→( )π

۳

+

[]

−١

6



گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است.                        1

 ریشهٔ مخرج

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. چون بین  و  یک نقطه برخورد است پس این نقطه برخورد روی خط  قرار دارد2

یعنی:  در ضمن  چون  پس:                        
تذکر: در اصل سؤال کلمهٔ »فقط« وجود نداشت که در این صورت سؤال ایراد پیدا می‌کرد و جواب هر عددی می‌توانست

: بشود. مثلاً

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. از قضیهٔ هوپیتال کمک می‌گیریم:3

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است.4

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است.5
)۱‏(: تابع دارای جزء صحیح، زمانی پیوسته می‌شود که ضریبش صفر باشد:                        

)۲‏(: زمانی یک تابع چندضابطه‌ای پیوسته می‌شود که ضابطه بالا و پایین ‌آن در نقطه مرزی برابر باشند:

f(x) =
|a| |x + ١|۳−−√

+ (m − ۲)x +∣∣x۳ a۲∣∣

حد صورت{ = ۰
a ∉ ⇒ ریشه مخرج کسر x = a ⇒ (x = a (حد مخرج در = ۰Df

f(x) = Limموجود
x→a

f(x) =
|x + ١|۳

−−
√

+ (m − ۲)x + ١∣∣x۳ ∣∣
x = −١ ⇒ |−١ + (m − ۲)(−١) + ١| = ۰ ⇒ m = ۲

f(x) = = ⇒ f(x) = = =
|x + ١|۳−−√

+ ١∣∣x۳ ∣∣

۳−−√ |x + ١|

− x + ١|x + ١| ∣∣x۲ ∣∣
Lim
x→−١

۳−−√

١ + ١ + ١

۳−−√

۳
١
۳−−√

ff −١y = x

f(a) = aa ≠ ۰f(۰) = ۲= = = ١Lim
x→a

f(x)

x

f(a)

a

a

a

= = =Lim
x→۲

x − ۲x − ١− −−−−√۳

− ۴x۲
Lim
x→۲

+x − ١− −−−−√۳ x

۳ (x−١)۲√۳

۲x

١ +
۲
۳

۴
۵
١۲

⇒ f(x) − f(x) = ۹
f(x) = [ ] (۹) − [ ] (۳) = ١۸ + ۶ = ۲۴Lim

x→۳+

۲+ (−١)−

f(x) = [ ] (۹) − [ ] (۳) = ۹ + ۶ = ١۵Lim
x→۳−

۲− (−١)−

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪
Lim
x→۳+

Lim
x→۳−

b = ۰, m = ۰

−۴a = −۳a + ۲ ⇒ a = −۲

f(x) = { ⇒ = = = −۴
۸ x ≥ ۳
۸ x < ۳

f( − m)b۲

a

f(۰)

−۲
۸

−۲

1



گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. حد مخرج صفر است، پس حد صورت هم باید صفر باشد:6

حال حاصل حد را حساب می‌کنیم:

در نهایت داریم:                        

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است.                        7

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. از روی هر دو نمودار مشخص است که توابع f‏ و g‏ در نقطهٔ  حد ندارند، اما ممکن8
است تابع مجموع ‌آنها در این نقطه حد داشته باشد:

چون حدهای راست و چپ در نقطهٔ  برای تابع مجموع، یک مقدار یکسان به دست ‌آمد، بنابراین می‌توان
نوشت‌:                        

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است.9

۲(۲) − = ۰ ⇒ m = ١۴۲ + m
− −−−−

√

n = ( × × ) =Lim
x→۲+

۲x − x + ١۴− −−−−√

١ − Cos πx
− −−−−−−−−√

۲x + x + ١۴− −−−−√

۲x + x + ١۴− −−−−√

١ + Cos πx
− −−−−−−−−√

١ + Cos πx
− −−−−−−−−√

Lim
x→۲+

(۴ − x − ١۴)۲−−√ x۲

۸ |Sin πx|

= = ( (۴x + ۷))( )
۲−−√

۸π
Lim
x→۲

π(x − ۲)(۴x + ۷)

Sin π(x − ۲)

۲−−√

۸π
Lim
x→۲

Lim
x→۲

π(x − ۲)

Sin π(x − ۲)

= ×١۵×١ ⇒ n =
۲−−√

۸π

١۵ ۲−−√

۸π

mn π = =
١۴×١۵ ۲−−√

۸
١۰۵
۴

۲
−−

√

Lim
x→۳

۲ − ۲ + − ۲x − ۲
− −−−−√ x + ١

− −−−−√

x − ۳

= Lim
x→۳

۲( − ١) + ( − ۲)x − ۲
− −−−−

√ ( +١)x−۲√

+١x−۲√
x + ١
− −−−−

√ ( +۲)x+١√

+۲x+١√

x − ۳

= = + = ١ + =Lim
x→

+
۲(x−۳)

+١x−۲√

x−۳

+۲x+١√

x − ۳
Lim
x→۳

⎛

⎝
⎜⎜

۲

+ ١x − ۲
− −−−−

√

١

+ ۲x + ١
− −−−−

√

⎞

⎠
⎟⎟

١
۴

۵
۴

x = ۰

(f(x) + g(x)) = f(x) + g(x) = ١ + ۰ = ١Lim
x→۰+

Lim
x→۰+

Lim
x→۰+

(f(x) + g(x)) = f(x) + g(x) = ۲ + (−١) = ١Lim
x→۰−

Lim
x→۰−

Lim
x→۰−

x = ۰

(f(x) + g(x)) = ١Lim
x→۰

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= = =Lim
x→۰+

Sin x

١−Cos x√
− →−−−−−−
١−Cos x~

١

۲
x۲

Lim
x→۰+

x

x۲

۲
√

Lim
x→۰+

x۲√

|x|
۲−−√

a + [x] = a + [ ] = a − ١Lim
x→۰−

۰−

f(۰) = b

} ⇒ a − b = (١ + ) − = ١
a − ١ = ⇒ a = ١ +۲−−√ ۲−−√

b = ۲−−√
۲
−−

√ ۲
−−

√

2



گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است.10

تذکر: تنها نقطه‌ای که تابع f‏ در ‌آن‌ ناپیوسته است،  است و چون f‏ در ‌آن حد دارد، پس صورت کسر باید به ازای
 صفر شود، در غیر این‌صورت حد، بی‌نهایت می‌شود.

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. با توجه به شکل  بنابراین:                        11

، اگر x‏ با مقادیر کمتر از ۲‏ یا بیشتر از ۲‏، به ۲‏ نزدیک شود، تابع f‏ با مقادیر کمتر از ۲‏ به ۲‏ نزدیک با توجه به نمودار تابع 
، پس:                         ، در نتیجه:  می‌شود، بنابراین 

بنابراین:                        

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است.12

دامنهٔ این تابع یک همسایگی محذوف  است.

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است.13
 

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. به کمک تعریف تابع f‏ داریم:14

پس:

برای ‌آن‌که y‏ در تمام R‏ پیوسته باشد باید در نقاط صحیح پیوسته باشد، پس:

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است.15

، حد بالا به صورت  است.  یک تابع متناوب است و توابع متناوب با تغییر متغیر 

غیرثابت در بی‌نهایت حد ندارند.

⇒ ریشه} = ١ ⇒ ۵ − a + b = ۰ ⇒ a − b = ۵
f ریشه صورت = ١ ⇒ ١ + a + b = ۰ ⇒ a + b = −١

a = ۲
b = −۳

[ ] = [ ] = −۳
b − ۲a

۳
−۳ − ۴

۳
x = ١

x = ١

f(x) = ۲Lim
x→۲

[ f(x)] = [۲] = ۲Lim
x→۲

f

١ < f(x) < ۲[f(x)] = ١[f(x)] = ١Lim
x→۲

[ [f(x)]] − [f(x)] = ۲ − ١ = ١Lim
x→۲

Lim
x→۲

y =
١ − x۲
− −−−−

√

[x] + [−x]

{ ⇒ دامنه تابع = (−١, ١) − {۰}
١ − ⩾ ۰ ⇒ −١ ⩽ x ⩽ ١x۲

[x] + [−x] ≠ ۰ ⇒ x ∉ Z

x = ۰

= [ ] [ ] = (−۳)(−۵) = ١۵(−۲)− (−۴)−[−x] [− ] = [−( )] [−( )]Lim
x→۲+

x۲ ۲+ ۴+

f(x) = {−١ x ∉ Z

۰ x ∈Z

y = |f(x) + k| = { |k − ١| x ∉ Z

|k| x ∈Z

|k| = |k − ١| ⇒ k − ١ = −k ⇒ k =
١
۲

(١ − [ ]) = ( − [ ])Lim
x→۰

١
x۲

x۲ ١
x۲

Lim
x→۰

١
x۲

١
x۲

= t
١

x۲
(t − [t] )Lim

x→+∞
y = t − [t]

3



گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. لازم است مقدار تابع و حدود چپ و راست تابع در  با هم برابر باشند:16

 

پس باید:                         

در این صورت:                         

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است.17

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است.18

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است.                        19

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. کافی است حد چپ و راست و مقدار تابع را در  با هم مساوی قرار بدهیم:20

 

x = π

f(π) = a Cos( ) = a , f(x) = a
π

۴

۲−−√

۲
Lim
x→π−

۲−−√

۲

f(x) = =Lim
x→π+

Lim
x→π+

١ + Cos x
− −−−−−−−√

x − π
Lim
x→π+

۲ Cos ۲ x

۲

− −−−−−−−
√

x − π

= =Lim
x→π+

Sin( − )۲
−−

√ x

۲
π

۲

x − π

۲−−√

۲
= =Lim

x→π+

Cos۲−−√ ∣
∣

x

۲
∣
∣

x − π
Lim
x→π+

− Cos۲−−√ x

۲

x − π

a = ⇒ a = ١
۲−−√

۲

۲−−√

۲

f(− ) = ١Cos(− ) =
۴π

۳
π

۳
١
۲

×Lim
x→۰

(١ − Cos x)(١ + Cos x + Cos x)۲

١ − ١ + x۲
− −−−−

√

١ + ١ + x۲
− −−−−

√

١ + ١ + x۲
− −−−−

√

= = −١۲ = −١۲× = −۳Lim
x→۰

(۲ Sin )(۳)(۲)۲ x

۲

−x۲
Lim
x→۰

( )
Sin x

۲

x

۲
١
۴

= =Lim
x→۲+

|x − ۲|

۷x − ١۴
Lim
x→۲+

(x − ۲)

۷ (x − ۲)

١
۷

x = ١

f(x) = f(x) ( * )Lim
x→١+

Lim
x→١−

= =Lim
x→١+

۳
+ ١x−−√

۳
۲

f(x) = × =Lim
x→١+

Lim
x→١+

− ١x−−√

− ١x−−√۳
+ + ١x۲

−−√۳ x−−√۳

+ + ١x۲−−√۳ x−−√۳
Lim
x→١+

( − ١)(۳)x−−√

x − ١

f(x) = (a Sin x) = a( ) = = ⇒ a = ۳Lim
x→١−

Lim
x→١−

π

۶
١
۲

a

۲
−→
(*) a

۲
۳
۲

4



گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. حد مخرج در نقطه‌ی  برابر صفر است، پس برای این‌که حاصل حد عبارت کسری عدد21
حقیقی شود، لازم است حد صورت نیز در نقطه‌ی  برابر صفر شود.

حال حد موردنظر به صورت زیر خواهد بود:                        

با استفاده از قاعده‌ی هوپیتال داریم:

، بنابراین داریم:22 ، ‌آن‌گاه  گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. می‌دانیم اگر 

 

بنابراین چون حاصل حد راست و چپ یکسان است درنتیجه حاصل تفاضل ‌آنها برابر صفر است.

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است.23

، پس تساوی  برقرار نیست. توجه کنید که طبق شکل  و 

سایر گزینه‌ها درست‌اند.

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. اگر f‏ در  دارای حد صفر باشد، ‌آن‌‌گاه g‏f‏ و  در  می‌توانند حد داشته باشند.24

اما اگر  باشد، g‏f‏ در  حد ندارد. اما در هر صورت  در  فاقد حد است.

x = ١

x = ١

⇒ ۲ − = ۰ ⇒ a = ۳+ a١۲
− −−−−

√

= Limابهام
x→١

۲ − + ۳xx۲
− −−−−−

√

− ۳x + ۲x۲

۰
۰

= = = ⇒ b =Lim
x→١

۲ − + ۳xx۲
− −−−−−

√

− ۳x + ۲x۲
Lim
x→١

−
۲x+۳

۲ +۳xx۲√

۲x − ۳

−
۵
۴

−١
۵
۴

۵
۴

⇒ a − b = ۳ − =
۵
۴

۷
۴

x → ۰→x۲ ۰+

= = Lim(مبهم)
x→۲−

−( − ۴)x۲

x − ۲x
−−√

۰
۰

f(۲ − ) = f( ) =Lim
x→۰

x۲ Lim
x→۰

۲−
Lim
x→۲−

− ۴∣∣x
۲ ∣∣

x − ۲x
−−√

× =− →−
رفع ابهام

Lim
x→۲−

−(x − ۲)(x + ۲)

x − ۲x
−−√

x + ۲x
−−√

x + ۲x
−−√

Lim
x→۲−

−(x − ۲)(x + ۲)(x + )۲x
−−√

− ۲xx۲

= = = −۸Lim
x→۲−

− (x + ۲)(x + )(x − ۲) ۲x
−−√

x (x − ۲)

−١۶
۲

f(۰) = ۰f(x) = ۴Lim
x→۰

f(x) = f(۰)Lim
x→۰−

x = a
f

g
x = a

f ≠ ۰Lim
x→a

x = a
g

f
x = a

5



گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است.25

اگر  باشد،  است که در R‏ پیوسته است.

ولی اگر  باشد،  می‌شود که در  پیوسه نیست. پس فقط 

قابل قبول است.

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است.26

گزینه‌ی ۳‏ پاسخ صحیح است.27

روش دوم: استفاده از هوپیتال

f(x) = (x + ) = a +Lim
x→a+

Lim
x→a+

۳
x

۳
a

f(x) = (۳x + a) = ۴aLim
x→a−

Lim
x→a−

a + = ۴a + ۳ = ۴ ⇒ ۳ = ۳ ⇒ a = ±١
۳
a

→
×a

a۲ a۲ a۲

a = ١f(x) = { x + x ≥ ١۳
x

۳x + ١ x < ١

a = −١f(x) = { x + x ≥ − ١۳
x

۳x − ١ x < −١
x = ۰a = ١

x → − ⇒ −١ < x < ۰ ⇒ [− ] = −١
π

۴
π

۴

⇒ =
١ + ۲ Sin x Cos x

− Cos x + Sin x۲ ۲

( Sin x + Cos x)۲

( Sin x − Cos x)( Sin x + Cos x)

⇒ A = Lim
x→−

π

۴

۲( Sin x + Cos x)۲

( Sin x − Cos x)( Sin x + Cos x)۲

= = = = −Lim
x→− π

۴

۲
Sin x − Cos x

۲

− −
۲√

۲
۲√

۲

۲
− ۲−−√

۲
−−

√

x → ⇒ x < −١ ⇒ > ١ ⇒ − ١ > ۰(−١)−
x۲ x۲

= ×Lim
x→(−١)−

− ١∣∣x۲ ∣∣

x + x + ۲− −−−−√
Lim

x→(−١)−

− ١x۲

x + x + ۲− −−−−√

x − x + ۲− −−−−√

x − x + ۲− −−−−√

= = =Lim
x→(−١)

−

( − ١)(−۲)x۲

− x − ۲x۲
Lim

x→(−١)
−

(x − ١)(x + ١)(−۲)

(x + ١)(x − ۲)

−۴
۳

x < −١ ⇒ > ١ ⇒ − ١ = ۰x۲ x۲

6



گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است.28

نکته )قاعده‌ی هوپیتال(: اگر )x‏(f‏ و )x‏(g‏ دو تابع مشتق‌پذیر و 

، زیرا: ، داریم  وقتی 

حد صورت صفر است، ولی حاصل حد برابر عدد حقیقی مخالف صفر است، پس باید حد مخرج هم صفر باشد. بنابراین
. حال با استفاده از قاعده‌ی هوپیتال در )*( داریم:  یعنی 

بنابراین: 

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است.29

گزینه‌ ۱‏ پاسخ صحیح است.30

روش دوم: هوپیتال:

گزینه‌‌ی ۲‏ پاسخ صحیح است.31

 

روش دوم )هوپیتال(:

f(x) =Lim
x→a

Lim
x→a

f '(x)

g '(x)

x →
١
۳

−

۴ Sin πx →۲ ۳−

x < ⇒ πx < ⇒ Sin πx < ⇒ ۴ Sin πx < ۳
١
۳

π

۳

۳
−−

√

۲
۲

= ( * )Lim
x→

١

۳

−

[۴ Sin πx] − ۶x۲

ax + b
Lim

x→
١

۳

−

۲ − ۶x

ax + b
− →−−
طبق فرض ١

۴

+ b = ۰
a

۳
b = −

a

۳

⇒ a = −۲۴ b = ۸Lim
x→

١

۳

−

۲ − ۶x

ax + b
−→
Hop

Lim
x→

١

۳

−

−۶
a

− →−−
طبق فرض ١

۴
− →−−
a=−۳b

a + b = −۲۴ + ۸ = −١۶

f(x) = f(x) ⇒ + a = ۳ − ١ ⇒ + a − ۲ = ۰Lim
x→١

+
Lim
x→١−

a۲ a۲

(a + ۲)(a − ١) = ۰ ⇒ a = −۲ یا a = ١

= x + a = ۲a ⇒ {Lim
x→a

−x۲ a۲

x − a
Lim
x→a

a = ١ ⇒ ۲
a = −۲ ⇒ −۴

= =Lim
x→−١

+ ۳x + + ۳mx۳ mx۲

− (۲m − ١)x − ۲mx۲

−m − ۳ + m + ۳
١ + ۲m − ١ − ۲m

۰
۰

⇒ = = = −١ ⇒ m + ۳ = ۲m + ١Lim
x→−١

(x + ١) + ۳(x + ١)mx۲

+ x − ۲mx − ۲mx۲
Lim
x→−١

(x + ١)( + ۳)mx۲

(x + ١)(x − ۲m)

m + ۳
−١ − ۲m

⇒ m = ۲

= = −١ ⇒ m = ۲−→−
HOP

Lim
x→−١

+ ۳ + ۲mx۳mx۲

۲x − ۲m + ١
۳m + ۳ − ۲m

−۲ − ۲m + ١

=Lim
x→π

۲× (π − x)× (π − x)
۵
۲

١
۲

(x − π)۲
۵
۲

==Lim
x→π

۲Cos Cos
۵x

۲
x

۲

(x − π)۲
Lim
x→π

۲ Sin( − ) Sin( − )۵π

۲
۵x

۲
π

۲
x

۲

(x − π)۲

= =−→−
HOP

Lim
x→π

−۳ Sin ۳x − ۲ Sin ۲x

۲(x − π)
−→−
HOP

Lim
x→π

−۹Cos ۳x − ۴Cos ۲x

۲
−۹(−١) − ۴(١)

۲
۵
۲

7



گزینه‌ی ۳‏ پاسخ صحیح است.32

پس داریم:                        

گزینه‌ی ۳‏ پاسخ صحیح است.33

روش دوم: از قاعده‌ی هوپیتال استفاده می‌کنیم:

گزینه‌ی ۲‏ پاسخ صحیح است. نمودار این تابع به صورت زیر است:34
در نقطه‌ی  تابع ناپیوسته است.

گزینه‌ی ۳‏ پاسخ صحیح است.35

بنابراین تابع در نقطه‌ی  پیوسته است.

f(x) = =
−۲ Sin ۲x Sin x
− −−−−−−−−−−−√

۲ Sin x Cos ۲x

−۲(۲ Sin x Cos x) Sin x
− −−−−−−−−−−−−−−−−−

√

۲ Sin x Cos ۲x

=
− Sin x Cos x۲− −−−−−−−−−−√

Sin x Cos ۲x

f(x) = = = −١Lim
x→π+

Lim
x→π+

|Sin x| − Cos x
− −−−−−

√

Sin x Cos ۲x
Lim
x→π+

− − Cos x
− −−−−−

√

Cos ۲x

=Lim
x→١

− (۵ − x)(x + ١)۲

(x − ١)(x + ١ + )۵ − x
− −−−−√

Lim
x→١

+ ۳x − ۴x۲

۴(x − ١)

= =Lim
x→١

(x − ١)(x + ۴)

۴(x − ١)
Lim
x→١

x + ۴
۴

۵
۴

=−→
Hop

Lim
x→١

١ +
١

۲ ۵−x√

١
۵
۴

x = π

⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) = [ ] + = ١ + ۰ = ١Lim
x→١+

١+

(١ − [ ] )١+ n− −−−−−−−−−
√n

f(١) = ١ + = ١)١ − ١)
n

− −−−−−−
√n

f(x) = [ ] + = ۰ + = ١Lim
x→١−

١− (١ − [ ] )١−
n− −−−−−−−−−

√n ١−−√n

x = ١

8



گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است.36

 

 

. بنابراین باید: حالا مقدار تابع، می‌شود 

گزینه‌ی ۱‏ پاسخ صحیح است. تابع  و  در همه‌ی نقاط صحیح‌کننده‌ی مشترک پیوسته و در37
غیرمشترک ناپیوسته است.

پس تعداد نقاط ناپیوستگی  است، یعنی ۵‏ نقطه‌ی ناپیوستگی دارد.

گزینه‌ی ۱‏ پاسخ صحیح است. با قرار دادن  در تابع داده شده درمی‌یابیم حد از نوع مبهم  می‌باشد، پس داریم:38

)توجه کنید که می‌توانستیم از هم‌ارزی  در صفر، استفاده کنیم.(

گزینه‌ی ۳‏ پاسخ صحیح است.39

⇒ ( [ Cotg x] + a) = [ × ] + a = [ ] + aLim
x→ π

۶

+

۳−−√ ۳−−√ ۳−−√ − ۳−

= ۲ + a

⇒ ( [−۲Cos ۲x] − b) = [−۲Cos ] − b = [−۲ ] − bLim
x→

π

۶
−

π

۳
− ( )١۲

+

= [−١/. . . ] − b = −۲ − b

f(x) = Cos + Sin = + = ١
π

۳
π

۶
١
۲

١
۲

۲ + a = −۲ − b = ١ ⇒ { ⇒ ab = ۳
a = −١
b = −۳

y = [mx] − [nx]m, n > ۰

۳ < x < ۴ ⇒ ١۵ < ۵x < ۲۰ ⇒ ۵x = ١۶, ١۷, ١۸, ١۹ ⇒ x ∈ {۳/۲, ۳/۴, ۳/۶, ۳/۸}

۳ < x < ۴ ⇒ ۳۰ < ١۰x < ۴۰

⇒ ١۰x = ۳١, ۳۲, . . . , ۳۹ ⇒ x ∈ {۳/١, ۳/۲, ۳/۳, ۳/۴, . . . , ۳/۹}

۹)تا − ۴)

نقاط ناپیوسته = {۳/١, ۳/۳, ۳/۵, ۳/۷, ۳/۹}

x = ۰
۰
۰

= = = = = −۲Lim
x→۰+

x − tan ۳x

١ − Cos x
− −−−−−−−√

Lim
x→۰+

x − tan ۳x

۲ Sin ۲ x

۲

− −−−−−
√

Lim
x→۰+

x − ۳x

Sin۲
−−

√ ∣
∣

x

۲
∣
∣

Lim
x→۰+

−۲x

۲
−−

√ ∣
∣

x

۲
∣
∣

Lim
x→۰+

−۲ x

( )۲−−√ x

۲

۲
−−

√

١ − Cos x ≈
x۲

۲

= ×Lim
x→(−١)

−

− ١∣∣x۲ ∣∣

x + x + ۲− −−−−√
Lim

x→(−١)
−

− ١x۲

x + x + ۲− −−−−√

x − x + ۲− −−−−√

x − x + ۲− −−−−√

= = = −Lim
x→(−١)−

( − ١)(−۲)x۲

− x − ۲x۲
Lim

x→(−١)−

(x − ١)(x + ١)(−۲)

(x + ١)(x − ۲)

۴
۳
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گزینه‌ی ۳‏ پاسخ صحیح است. در ربع اول دایره‌ی مثلثاتی، هرچه مقدار یک زاویه افزایش یابد، مقدار سینوس ‌آن زاویه40
هم افزایش یافته ولی مقدار کسینوس ‌آن کاهش می‌یابد، پس:

[۲Cos x − ١] = [ −١] = [ −١] = [ ] = −١Lim
x→ π

۳
+

۲( )١
۲

−

١− ۰−
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1 1 2 3 4

2 1 2 3 4

3 1 2 3 4

4 1 2 3 4

5 1 2 3 4

6 1 2 3 4

7 1 2 3 4

8 1 2 3 4

9 1 2 3 4

10 1 2 3 4

11 1 2 3 4

12 1 2 3 4

13 1 2 3 4

14 1 2 3 4

15 1 2 3 4

16 1 2 3 4

17 1 2 3 4

18 1 2 3 4

19 1 2 3 4

20 1 2 3 4

21 1 2 3 4

22 1 2 3 4

23 1 2 3 4

24 1 2 3 4

25 1 2 3 4

26 1 2 3 4

27 1 2 3 4

28 1 2 3 4

29 1 2 3 4

30 1 2 3 4

31 1 2 3 4

32 1 2 3 4

33 1 2 3 4

34 1 2 3 4

35 1 2 3 4

36 1 2 3 4

37 1 2 3 4

38 1 2 3 4

39 1 2 3 4

40 1 2 3 4

1




