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صفحه‌ای عمود بر محور یک سطح مخروطی ‌آن را قطع می‌کند. اگر نسبت محیط سطح مقطع حادث شده به فاصله1ٔ
صفحه از رأس سطح مخروطی  باشد، زاویهٔ بین مولد و محور سطح مخروطی چند درجه است؟

۰‏۹‏۵4‏۱‏۵3‏۴‏۰2‏۳‏1

خروج از مرکز بیضی زیر،  است. مساحت چهارضلعی  چند برابر  است؟ )F‏ و  کانون‌های2

بیضی‌اند.(

1                        23                        4

اگر مرکز دایرهٔ  روی نیمساز ربع سوم باشد و شعاع ‌آن  باشد، حاصل 3

کدام است؟

۰‏۱‏۲34‏-12

یک رویهٔ مخروطی با صفحه‌ای غیرعمود بر محور ‌آن، برخورد می‌کند. سطح مقطع حاصل کدام گزینه نمی‌تواند باشد؟4

هذلولی4دو خط متقاطع3دو خط موازی2سهمی1

دو دایره به معادلات  و  یکدیگر را در دو نقطهٔ متمایز قطع می‌کنند. محدودهٔ r‏5
کدام است؟
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اگر حجم شکل حاصل از دوران مثلث B‏O‏A‏ حول قطر کوچک بیضی برابر  و خروج از مرکز بیضی برابر  باشد،6

حاصل‌ضرب بیشترین و کمترین فاصله F‏ از رئوس کانونی چقدر است؟

۹‏۸4‏۱‏۲3‏۱‏۸2‏1

ها7 کوچکترین دایره‌ای که از  می‌گذرد و بر نیمساز ناحیه دو و چهارم مختصات مماس است، روی محور 
پاره‌خطی با کدام طول می‌سازد؟

1234

بیش‌ترین و کم‌ترین فاصلهٔ نقاط روی بیضی از یک کانون بیضی به‌ترتیب برابر ۹‏ و ۱‏ می‌باشد. در صورتی‌که دایره‌ای به8
مرکز بیضی و شعاع ۴‏ واحد بیضی را نقطهٔ M‏ قطع کند، مساحت مثلث  کدام است؟ )F‏ و  کانون‌های بیضی

هستند.(

۹‏۸4‏۱‏۸23‏1

تفاضل شعاع دو دایره‌ای که در ناحیه‌ی اول بر محورهای مختصات و خط  مماس هستند، کدام است؟9

۸‏۴34‏12

ها مماس‌اند. اگر مرکز ‌آنها به ترتیب10 ها و  دایره‌های  در ناحیه اول مماس خارج و به ترتیب بر محور 
 و  باشد،  کدام است؟

۴34‏12

در بیضی افقی زیر، O‏ مرکز بیضی و مختصات یکی از کانون‌ها، یکی از رئوس غیرکانونی و محل برخورد بیضی با محور 11
، یک وتر جدا می‌کنند. مجموع اندازهٔ این دو ها داده شده است. بیضی از هریک از خطوط  و 

وتر کدام است؟
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ها کدام است؟12 شعاع کوچکترین دایرهٔ گذرنده از نقطهٔ  و مماس بر خط  و محور 

۱234‏1

،  را یک بار حول محول  و یک بار حول محور  دوران می‌دهیم. مجموع حجم دو شکل13 پاره‌خط 
حاصل کدام است؟ 

۴‏۴‏۱‏۷4‏۸‏۱‏۳3‏۴‏۱‏۸2‏۸‏۱‏1

اگر دو سر بزرگ‌ترین وتر دایره‌ای به شعاع ۴‏ واحد، بر رئوس غیرکانونی یک بیضی با خروج از مرکز ۶‏/۰‏ منطبق باشد،14
‌آنگاه فاصله‌ی نزدیک‌ترین نقطه‌ی بیضی از کانون چقدر است؟

۲‏۱34‏12

اگر نقاط  ،  ،  و مبدأ مختصات، رئوس متوازی‌الاضلاع D‏C‏B‏A‏ باشند، ‌آنگاه حجم حاصل از دوران15
این چهارضلعی حول محور y‏ چند برابر  است؟

۱4‏۰23۴‏۴‏1

نقطه‌ی  وسط وتری از دایره‌ی  است. طول این وتر چقدر است؟16
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یک بیضی با فاصله کانونی ۲‏ واحد، با دایره  هم مرکز و بر ‌آن در دو نقطه مماس است.17
خروج از مرکز بیضی کدام است؟

1234

دایره‌های  و  متقاطع‌اند. معادله‌ی وتر مشترک این دو دایره، کدام است؟18

1234

در شکل زیر اگر یکی از کانون‌ها نقطهٔ  باشد، طول قطر بزرگ بیضی کدام است؟19
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مطابق شکل صفحه‌ای یک نیم‌کره را قطع می‌کند. سطح مقطع ایجاد شده کدام است؟20

قسمتی از بیضی4قسمتی از دایره3قسمتی از هذلولی2یک سهمی1

وضعیت خط  نسبت به دایره‌ی  چگونه است؟21

خط از مرکز دایره عبور می‌کند.2خط دایره را قطع نمی‌کند.1

خط بر دایره مماس است.4خط دایره را قطع می‌کند و از مرکز دایره نمی‌گذرد.3

دو دایره به معادلات  و  نسبت به هم چه وضعیتی دارند؟22

متخارج4متقاطع3مماس درون2مماس بیرون1

خروج از مرکز یک بیضی افقی  ، مرکز ‌آن  و طول قطر کوچک این بیضی ۶‏ واحد است. مختصات یکی از23

کانونهای این بیضی کدام است؟

1234

یک بیضی قائم داخل دایره‌ای به معادلهٔ  و هم‌مرکز با ‌آن طوری قرار گرفته است که با نمودار24
دایره دقیقاً در دو نقطه برخورد می‌کند، در این‌صورت مجموع فواصل هر نقطه روی بیضی از کانون‌های ‌آن چه‌قدر

است؟

۳34‏۶2‏1

، معادلهٔ  مربوط به یک دایره خواهد بود؟25 به ازای چه مقادیری از 

1234

کره‌ای به قطر ۴‏ سانتی‌متر را طوری با صفحهٔ P‏ برش می‌زنیم که سطح مقطع ایجاد شده  باشد. فاصلهٔ مرکز کره26
از صفحهٔ P‏ چه‌قدر است؟

۲‏۱34‏12

اگر اندازه‌ی خط المرکزین دو دایره  و  برابر ۱‏ باشد، مقدار  و27
اوضاع نسبی دو دایره کدام است؟ 

، متداخل4، متداخل3، متخارج2، مماس درون1

اگر  و  طول اقطار یک بیضی و  باشد، خروج از مرکز بیضی چقدر است؟28

1234

( طول قطر کوچک ۶‏ و فاصلهٔ کانونی برابر ۸‏ می باشد. مختصات یکی از دو سر قطر29 در یک بیضی افقی به مرکز )
بزرگ این بیضی کدام است؟
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طول قطر کوچک بیضی  و فاصلهٔ یک کانون تا نزدیک‌ترین رأس ۲‏ است. خروج از مرکز بیضی کدام است؟30

1234

مثلث قائم‌الزاویهٔ متساوی‌الساقین به‌طول وتر  را حول وترش دوران می‌دهیم، حجم شکل حاصل کدام است؟31

1234

دو دایرهٔ  نسبت به هم چه وضعی دارند؟32

متداخل4مماس خارج3مماس داخل2متخارج1

فاصله نقطه متحرک  از نقطه  به اندازه  برابر فاصله M‏ تا نقطه  است. مختصات مرکز33
دایره مسیر حرکت M‏ کدام است؟

1234

طول وتری که خط  بر روی دایره‌ای به معادله  جدا می‌کند برابر با ۲‏34
می‌باشد، مقدار a‏ چه‌قدر است؟

1234

دو دایره به معادلات  و  مماس خارج می‌باشند. مقدار  کدام35
است؟

۳‏-۴4‏-۳3‏۴2‏1

اگر فاصله‌ی نقطه‌ی  تا نقطه‌ی  سه برابر فاصله‌اش تا نقطه‌ی  باشد، معادله‌ی مکان هندسی36
M‏ کدام است؟

دایره‌ای به مرکز 2دایره‌ای به مرکز 1

دایره‌ای به مرکز 4دایره‌ای به مرکز 3

، محور x‏ ها را با کدام طول، قطع می‌کند؟37 دایره‌ای به مرکز  و مماس بر خط به معادله‌ی 

۴‏ و ۳4‏ و ۲‏۴3‏ و ۱‏۳2‏ و ۱‏1

فاصله‌ی نقطه‌ی  ازمرکز دایره‌ی  چند برابر شعاع دایره است؟38

۲4‏123

طول وتری که خط  بر دایره‌ی  جدا می‌کند، کدام است؟39
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هاست و دایره بر خطوط  مماس است. بیش‌ترین فاصله‌ی نقاط دایره40 مرکز دایره‌ای روی محور 
از محور افقی چقدر است؟
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گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. می‌دانیم یک دایره حادث می‌شود.1

 

. حال داریم:2 گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. طبق فرض سؤال، 

 

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. مرکز دایره در ناحیهٔ سوم روی خط  قرار دارد، پس  و داریم:3

از طرف دیگر، شعاع دایره  است، پس داریم:

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. اگر صفحه موازی مولد باشد و از رأس عبور نکند، سهمی است.4
اگر صفحه هر دو قسمت رویه را قطع کند و از رأس عبور نکند، هذلولی است و اگر از رأس عبور کند، دو خط متقاطع

است. در هیچ حالتی سطح مقطع حاصل در رویهٔ مخروطی، دو خط موازی نمی‌تواند باشد.

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. مرکز و شعاع دو دایره را پیدا می‌کنیم.5

با توجه به متقاطع بودن دو دایره، داریم:                        
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گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است.6

 

بیشترین و کمترین فاصله از رئوس کانونی همان  و  است:

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. با توجه به شکل زیر H‏A‏ قطر دایره است.7

 

معادله H‏A‏ به صورت  است و از تلاقی ‌آن با  نقطه H‏ در پس  شعاع دایره موردنظر است

مختصات  قرار دارد. یعنی  مرکز دایره و معادله دایره به صورت زیر است:

 طول پاره‌خط

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است.8

 

مثلث  قائمالزاویه است و طبق قضیهٔ فیثاغورس داریم:

مساحت  برابر است با:                        
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x برخورد با محور ۵

۴

۲ ١
١۶

۹
۸

(x − )۵
۴

۲ ۹
۸

١
١۶

١۷
١۶

→
جذر

x − =
∣

∣
∣

۵
۴

∣

∣
∣

١۷−−√

۴

= − = =∣∣x١ x۲ ∣∣
۲ ١۷−−√

۴

١۷−−√

۲

{ ⇒ a = ۵ , c = ۴
a + c = ۹
a − c = ١

b = ۳− →−−−
= +a۲ b۲ c۲

MF + MF ' = ۲a = ١۰ (١)

MFF '

+ MF = FF = = ۶۴ ⇒ − ۲MF × MF ' = ۶۴MF۲ '۲ '۲ (۲c)۲ (MF + MF ')۲

MF × MF ' = ١۸ (۲)− →−−−−−−
MF+MF '=١۰

MFF '= × MF × MF ' = ×١۸ = ۹SMFF '
١
۲

١
۲

2



گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است.9
دایره بر محورهای مختصات مماس است. پس مرکز ‌آن به صورت  می‌باشد. به علاوه بر خط  هم

مماس می‌باشد. پس فاصله‌ی‌ ‌آن از این خط هم برابر  می‌باشد.

توجه کنید که ما دو دایره با این ویژگی داریم. تفاضل شعاع ‌آنها برابر است با:

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است.10

مماس خارج

O(r, r)y = −x + ۴

r

OH = r ⇒ = = r
|r + r − ۴|

١ + ١− −−−√

|۲r − ۴|

۲√

|۲r − ۴| = r ⇒ {۲√
۲r − ۴ = r ⇒ ۲r − r = ۴۲√ ۲√

۲r − ۴ = − r ⇒ ۲r + r = ۴۲√ ۲√

⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

r = = = ۲(۲ + )
۴

۲− ۲√

۴(۲+ )۲√

۲
۲√

r = = = ۲(۲ − )
۴

۲+ ۲√

۴(۲− )۲√

۲
۲√

﹕ (۴,α) = |α|C١ O١ − →−−−−−
مماس بر محورxها

r١

﹕ (۲,۵) = ۲C۲ O۲ − →−−−−−
مماس بر محورyها

r۲

d = =O١O۲ +۲۲
(α − ۵)

۲− −−−−−−−−−−
√

⇒ d = + ⇒ = |α| + ۲r١ r۲ ۴ + (α − ۵)
۲− −−−−−−−−−

√

⇒ − ١۰α + ۲۵ + ۴ = + ۴ |α| + ۴ ⇒ ۴ |α| + ١۰α = ۲۵α۲ α۲

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

α > ۰ ⇒ ١۴α = ۲۵ ⇒ α =
۲۵
١۴

α < ۰ ⇒ ۶α = ۲۵ ⇒ α = )غ ق ق(
۲۵
۶

3



گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است.                        11

معادلهٔ خط گذرنده از A‏ و 'B‏ را حساب می‌کنیم.

حال معادلهٔ خط گذرنده از 'A‏ و 'B‏ را حساب می‌کنیم.

مشاهده می‌کنیم خطوط به دست ‌آمده همان خطوط موردنظر سؤال هستند. پس پاره‌خط های موردنظرشان 'B‏A‏ و 'B‏'A‏
هستند. طول این دو پاره‌خط را محاسبه می‌کنیم.                        

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. دایرهٔ موردنظر بر دو خط متقاطع  و  مماس است، پس مرکز ‌آن روی نیمساز12

این دو خط قرار دارد. حال معادلهٔ نیمسازهای بین این دو خط را می‌یابیم:

چون دایره باید از نقطهٔ  بگذرد، پس خط  مورد قبول است. چون مرکز دایره روی این دو خط قرار دارد، ‌آن‌را

به شکل  درنظر می‌گیریم که در ‌آن صورت شعاع دایره نیز برابر  خواهد بود.

= = ١ ⇒ O(۲,١)yO

( + ١)+( + ١)
۲ ۵√

۳

−۲ ۵√

۳

۲
b = OB = ۲

c = OF = + ۲ − ۲ =۵√ ۵√

⇒ = + ⇒ = + = ۹ ⇒ a = ۳a۲ b۲ c۲ a۲ ۲۲ ( )۵√
۲

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

A(۲ + ۳,١) ⇒ A(۵,١)

A '(۲ − ۳,١) ⇒ A '(−١,١)

B '(۲,١ − ۲) ⇒ B '(۲, −١)

= = ⇒ y − ١ = (x − ۵) ⇒ ۳y − ۳ = ۲x − ١۰ ⇒ ۲x − ۳y = ۷mAB '

١ + ١
۵ − ۲

۲
۳

۲
۳

= = ⇒ y − ١ = (x + ١) ⇒ ۳y − ۳ = −۲x − ۲ ⇒ ۳y + ۲x = ١mA 'B '

١ + ١
−١ − ۲

−۲
۳

−۲
۳

AB ' = =+(۵ − ۲)
۲

(١ + ١)
۲− −−−−−−−−−−−−−−

√ ١۳
−−

√

A 'B ' = = ⇒ AB ' + A 'B ' = ۲+(۲ + ١)
۲

(−١ − ١)
۲− −−−−−−−−−−−−−−−

√ ١۳
−−

√ ١۳
−−

√

y = x
۵
١۲

y = ۰

y = x ⇒ ١۲y = ۵x ⇒ ١۲y − ۵x = ۰
۵
١۲

= |y| ⇒ |١۲y − ۵x| = ١۳ |y|
|١۲y − ۵x|

+١۲۲ ۵۲
− −−−−−−

√

١۲y − ۵x = ١۳y ⇒ y = −۵x

١۲y − ۵x = −١۳y ⇒ y = x
١
۵

(۴,١)y = x
١
۵

(۵α,α)α

+ = ⇒ + =(x − ۵α)
۲

(y − α)۲ α۲ (۴ − ۵α)
۲

(١ − α)
۲

α۲

⇒ ۲۵ − ۴۰α + ١۶ + − ۲α + ١ = ⇒ ۲۵ − ۴۲α + ١۷ = ۰ ⇒ α = ١,α۲ α۲ α۲ α۲ ١۷
۲۵

⇒ شعاع کوچکترین دایره =
١۷
۲۵

4



گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است.13
شکل حاصل از دوران پاره‌خط  حول محور  یک مخروط با شعاع ۴‏ و ارتفاع ۴‏ است.

شکل حاصل از دوران پاره‌خط  حول محور  یک مخروط ناقص است.

ABy

= π× ×۴ = ۶۴v١
١
۳

۴۲
۶۴π
۳

−→
π≈۳

ABx

= h − h 'V۲
١
۳
πR۲ ١

۳
πr۲

π(۲۵)(۵) − π(١)(١) = = ١۲۴
١
۳

١
۳

١۲۵π − π

۳
١۲۴π
۳

−→
π≈۳

= + = ١۲۴ + ۶۴ = ١۸۸Vکل V١ V۲

5



گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. می‌دانیم که بزرگترین وتر دایره همان قطر دایره است، بنابراین با توجه به شکل زیر اگر دو14
(، با قطر دایره سر قطر یک دایره بر رئوس غیرکانونی یک بیضی منطبق باشد، در این صورت طول قطر کوچک بیضی )

برابر است، پس:

حال با استفاده از رابطه‌ی خروج از مرکز بیضی، داریم:

در مثلث F‏B‏O‏ براساس رابطه‌ی فیثاغورس، داریم:

از طرفی مطابق شکل فوق، نزدیک‌ترین فاصلهی نقاط بیضی از کانون، برابر است با:

BB '

b = شعاع دایره = ۴

e = ⇒ ۰/۶ = ⇒ = ١ −( )١ −( )b
a

۲
− −−−−−−−

√ ١ −( )۴
a

۲
− −−−−−−−

√ ۳۶
١۰۰

۴
a

۲

⇒ ( ) = ⇒ a = ۵
۴
a

۲ ۶۴
١۰۰

= b + c ⇒ c = = = ۳a۲ ۲ ۲ a − b۲ ۲
− −−−−−

√ ۲۵ − ١۶
− −−−−−

√

AF = A 'F ' = a − c AF = A 'F ' = ۵ − ۳ = ۲−→
c=۳

a=۵

6



گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. ابتدا متوازی‌الاضلاع D‏C‏B‏A‏ را در دستگاه مختصات رسم می‌کنیم:15

همانطور که در شکل زیر مشخص است، شکل حاصل از دوران، مخروط ناقصی است که یک مخروط از درون ‌آن برداشته
شده است و مخروط درونی، مخروطی به شعاع قاعده‌ی ۱‏ و ارتفاع ۲‏ واحد است. بنابراین داریم:

برای محاسبه‌ی حجم مخروط ناقص، مطابق شکل زیر ابتدا باید در مثلث N‏M‏B‏ با استفاده از قضیه‌ی تالس مقدار x‏ را
محاسبه کنیم. پس:

حالا طبق شکل بالا داریم:

در نهایت حجم حاصل ازدوران متوازی‌الاضلاع D‏C‏B‏A‏ حول محور y‏ برابر است با:

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. چون معادله‌ی  معادله‌ی یک دایره است، پس باید ضرایب 16
و  با هم برابر باشند، یعنی  است، در این صورت خواهیم داشت:

حال اگر از مرکز دایره به وسط وتر موردنظر وصل کنیم،  بر  عمود خواهد بود، زیرا مثلث  متساوی‌الساقین
است و در نتیجه خواهیم داشت:

= (πr )h = (π×١)×۲ =Vمخروط درونی
١
۳

۲ ١
۳

۲π
۳

=
MD

MN

CD

BN

⇒ = ⇒ x = ۸
x

x + ۲
۴
۵

= −Vمخروط ناقص Vمخروط بزرگ Vمخروط کوچک

= [ π(BN) ×(MN)]− [ π(CD) ×(MD)]Vمخروط ناقص
١
۳

۲ ١
۳

۲

= [ π(۵) ×(۸ + ۲)]− [ π(۴) ×(۸)] =Vمخروط ناقص
١
۳

۲ ١
۳

۲ ١۲۲π
۳

V = −Vمحور ناقص Vمخروط درونی

V = − = ۴۰π
١۲۲π
۳

۲π
۳

+ − ١۲x + ۸y + ۸ = ۰۲x
۲

ay۲x۲

y۲a = ۲

OMABOAB

OM = = ۲ ⇒ AM = = ⇒ AB = ۲+ ۰(۳ − ١)
۲

− −−−−−−−−−
√ ۹ − ۴

− −−−
√ ۵√ ۵√

7



گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است.17

اگر بیضی هم‌مرکز با دایره باشد و بر ‌آن در دو نقطه مماس باشد، یکی از دو حالت زیر اتفاق می‌افتد:

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. اگر معادلات دایره‌ها را در یک دستگاه بنویسیم، با حذف  و  از دستگاه هر ‌آن‌‌چه بماند18
معادله وتر مشترک است.

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. به دلیل این‌که بیضی عمود است، کانون‌ها و مرکز هم‌طول هستند.19

نقطهٔ  یک نقطه روی بیضی است، پس داریم:

 

طول قطر بزرگ برابر است با:

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است.20
سطح مقطع حاصل از برخورد یک کره با یک صفحه همواره دایره است، پس سطح مقطع حاصل از برخورد نیم‌کره با

صفحه، قسمتی از دایره می‌شود.

+ − ۲x + ۴y − ۴ = ۰ ⇒ r = = ۳x۲ y۲ ۴ + ١۶ + ١۶− −−−−−−−−√

۲

x۲y۲

{ لا
+ + ۲y − ۳ = ۰x۲ y۲

+ + ۲x − ۳ = ۰x۲ y۲

۲y − ۲x = ۰ ⇒ x = y

,O(−۶مرکز ) = (−۶,١١) ⇒ F '(−۶,۳)
١۹+۳

۲
FF ' = ۲c = ١۶ ⇒ c = ۸

A(۰,۳)

AF + AF ' = ۲a

AF ' = ۶

= + ⇒ AF =AF۲ FF '۲ AF '۲ +(١۶)
۲

(۶)
۲

− −−−−−−−−−
√

⇒ AF = = ۲۲۹۲−−−√ ۷۳−−√

AF + AF ' = ۶ + ۲ = ۲a۷۳−−√

۲a = ۶ + ۲ ۷۳
−−

√

8



گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است.21
نکته: برای تشخیص وضعیت یک خط نسبت به دایره، کافی است فاصله‌ی مرکز دایره را تا خط داده شده محاسبه کنیم،

اگر این فاصله را d‏ بنامیم، در این صورت خواهیم داشت:
خط ، دایره را قطع نمی‌کند. 
خط بر دایره مماس است. 
خط ، دایره را در دو نقطه قطع می‌کند. 

کافی است فاصله‌ی مرکز دایره را از خط داده شده حساب کرده و اندازه‌ی ‌آن‌را با اندازه‌ی شعاع دایره مقایسه کنیم.

فاصله‌ی مرکز دایره از خط داده شده برابر است با:

چون فاصله‌ی مرکز دایره از خط داده شده از شعاع دایره کم‌تر است، پس می‌توان نتیجه گرفت که خط داده شده با
دایره متقاطع است.

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است.22

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است.23

پس مختصات کانون‌های بیضی  و  است که یکی از ‌آن‌ها در گزینه‌ها ‌آمده است.

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است.24

مطابق شکل برای این‌که بیضی در دو نقطه با دایره برخورد کند،  باید باشد.

مجموع فواصل هر نقطه روی بیضی از کانون‌ها برابر  می شود.

d > R ⇒

d = R ⇒

d < R ⇒

+ − ۲x − ۳ = ۰ ⇒ (١,۰) ,R = = ۲x۲ y۲
مرکز
O

١
۲

۴ + ۰ + ١۲
− −−−−−−−

√

d = = = ⇒ d < R
|(١)١ + ١(۰) − ۳|

١ + ١
− −−−√

۲

۲√
۲√

+ − ۲x + ۶y − ۶ = ۰ ⇒ O(١, −۳),R = = ۴x۲ y۲ ١
۲

۴ + ۳۶ + ۲۴
− −−−−−−−−

√

+ + ۴x + ۸y − ۵ = ۰ ⇒ O '(−۲, −۴),R ' = = ۵x۲ y۲ ١
۲

١۶ + ۶۴ + ۲۰
− −−−−−−−−−

√

OO ' = = ,R + R ' = ۹, |R − R '| = ١)+١ + ۲)
۲

(−۳ + ۴)
۲− −−−−−−−−−−−−−−−

√ ١۰
−−

√

|R − R '| < OO ' < R + R ' ⇒ دو دایره متقاطع هستند

e = = ⇒ e = = ⇒ ١ − = ⇒ =
c

a

۴
۵

١ −
b۲

a۲

− −−−−−

√ ۴
۵

b۲

a۲

١۶
۲۵

b۲

a۲

۹
۲۵

⇒ = ⇒ = ⇒ a = ۵
b

a

۳
۵

۳
a

۳
۵

⇒ = − ⇒ = ۲۵ − ۹ = ١۶ ⇒ c = ۴c۲ a۲ b۲ c۲

F ' ,F ⇒ F ' ,F
∣

∣
∣
−۴−۴

−١
∣

∣
∣
−۴+۴

−١
∣

∣
∣
−۸
−١

∣

∣
∣
۰

−١
F (۰,١)F '(−۸, −١)

+ + ۴x − ۴y = ١ ⇒ O(−۲,۲), r = = ۳x۲ y۲ ۴ + ۴ + ١
− −−−−−−

√

۲a = ۲r = ۶

۲a = ۶
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گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. اولاً ضریب  و  باید برابر باشند یعنی  خواهد بود.25

مرکز و شعاع دایره را پیدا می‌کنیم:

عبارت زیر رادیکال باید مثبت باشد:

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. اگر مساحت مقطع ایجاد شده برابر  باشد داریم:26

 

با کمک رابطهٔ فیثاغورس داریم:

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است.                        27

چون  است، پس دو دایره متداخل‌اند.

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است.28

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. در یک بیضی، طول قطر کوچک و فاصلهٔ کانونی به‌ترتیب برابر b‏۲‏ و c‏۲‏ است، بنابراین:29

از طرفی در بیضی داریم:  حال مختصات دو سر قطر را به دست می‌آوریم:

x۲y۲a = ۳

+ + ۶x − ۳y = k + + ۲x − y =۳x
۲ ۳y

۲
→
÷۳

x۲ y۲ k

۳

O −١, ⇒ R = =
⎛

⎝
⎜

١
۲

⎞

⎠
⎟ + −(− )(−١)

۲ ( )
١
۲

۲
k

۳

− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−

⎷
 ١ + +

١
۴

k

۳

− −−−−−−−−

√

+ > ۰ ⇒ > − ⇒ k > − ⇒ k > −۳/۷۵
۵
۴

k

۳
k

۳
۵
۴

١۵
۴

۳π

= ۳π ⇒ r =πr۲ ۳√

= + ⇒ ۴ = ۳ + ⇒ x = ١۲۲ r۲ x۲ x۲

w(١, −١),w '(α, −١)

d = |ww '| ⇒ = |١ − α| = ١ ⇒ { α = ۲+(١ − α)
۲

(−١ + ١)
۲− −−−−−−−−−−−−−−−

√ α = ۰
α = ۲

−→
α≠۰

r = ١, r ' = ۵

d < |r − r '|

= ۲ ⇒ ۳a = ۲a + ۲b ⇒ a = ۲b ⇒ =
۳a

a + b

b

a

١
۲

e = = =١ −( )b
a

۲− −−−−−−−

√ ١ −
١
۴

− −−−−

√
۳√

۲

۲b ⇒ ۶ ⇒ b = ۳

۲c = ۸ ⇒ c = ۴

= + ⇒ = ۹ + ١۶ = ۲۵ ⇒ a = ۵a۲ b۲ c۲ a۲
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گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است.30

مطابق شکل فرضی داریم:                        

، داریم:                         طبق رابطهٔ 

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. اگر مثلث قائم‌الزاویه به اضلاع b‏ و c‏ حول وتر خود که )a‏( می‌باشد دوران کند در مخروط31

هم قاعده و هم محور به حجم  ساخته می‌شود.

زیرا:

 دو مخروط هم قاعده

طبق اطلاعات صورت سوال داریم:

 فیثاغورس

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. نکته: دایرهٔ  با مرکز  و شعاع  و دایرهٔ  با مرکز  و شعاع  مفروضند. این32
دودایره نسبت به هم یکی از وضعیت‌های زیر را دارند:

، دو دایره متخارج‌اند.  اگر 
، دو دایره مماس خارج‌اند.  اگر 

، دو دایره مماس داخل‌اند.  اگر 
، دو دایره متقاطع‌اند.  اگر 

، دو دایره متداخل‌اند.  اگر 
ابتدا شعاع و مختصات مرکز هر دو دایره را محاسبه می‌کنیم:

اکنون طول خط‌المرکزین را محاسبه می‌کنیم:                        
، طبق نکته دو دایره مماس خارج هستند. حال با توجه به اینکه 

۲b = ۴ ⇒ b = ۲۲√ ۲√

FA = ۲ ⇒ a − c = ۲ (I)

= +a۲ b۲ c۲= − ⇒ = (a − c)(a + c)b۲ a۲ c۲ b۲

= ۲(a + c) ⇒ ۸ = ۲(a + c) ⇒ a + c = ۴ ( II )b۲

(I), ( II ) ⇒ { ⇒ {a − c = ۲
a + c = ۴

a = ۳
c = ١

e = =
c

a

١
۳

V =
πb۲c۲

۳a

V = x + y = π (x + y)
١
۳
πh۲ ١

۳
πh۲ ١

۳
h۲

V = a V = ×− →−−
x+y=a ١

۳
πh۲ − →−

h= bc
a π

۳
b۲c۲

a

a = ۳ ۲√

b = c

: = + ⇒ ۹×۲ = ۲ ⇒ b = ۳a۲ b۲ b۲ b۲

V = = = × = π
πb۲c۲

۳a

π×۹×۹
۳×۳ ۲√

۹π
۲√

۲√

۲√

۹
۲

۲√

C١O١r١C۲O۲r۲

⦁> +O١O۲ r١ r۲

⦁= +O١O۲ r١ r۲

⦁= +O١O۲ ∣∣r١ r۲∣∣

⦁− < < +∣∣r١ r۲∣∣ O١O۲ r١ r۲

⦁< +O١O۲ ∣∣r١ r۲∣∣

{ + = ١۶ ⇒ O(۳,۳) و r = ۴(x − ۳)
۲

(y − ۳)
۲

+ = ١ ⇒ O '(۶,۷) و r ' = ١(x − ۶)
۲

(y − ۷)
۲

OO ' = = ۵+(۶ − ۳)
۲

(۷ − ۳)
۲

− −−−−−−−−−−−−−−
√

OO ' = r + r '
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گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است.33
نکته: فاصله نقاط  و  برابر است با: 
طبق فرض داریم:  حال می‌توان نوشت:

راه حل اول:

نکته: مختصات مرکز دایره  از دستگاه  به‌دست می‌آید.

راه حل دوم:

نکته: مختصات مرکز دایره  عبارت است از: 

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است.34

 

گزینه‌ی ‌۴‏ پاسخ صحیح است.35
دو دایره‌ی  و  با فرض  مماس خارج هستند، هرگاه:  در معادله‌ی گسترده‌ی

دایره‌ی  شعاع دایره برابر  است.

A( , )x١ y١B( , )x۲ y۲AB = +( − )x١ x١
۲ ( − )y۲ y١

۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−

√

AM = BM۳√

= ×+(x − ۲)
۲

(y − ۳)
۲− −−−−−−−−−−−−−−

√ ۳√ +(x + ١)
۲

(y − ۵)
۲− −−−−−−−−−−−−−−

√

⇒ + = ۳ + ۳(x − ۲)
۲

(y − ۳)
۲

(x + ١)
۲

(y − ۵)
۲

f(x,y) = ۰

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

f = ۰
'
x

f = ۰
'
y

⇒ O − ,۶

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

f = ۰ ⇒ ۲(x − ۲) = ۶(x + ١) ⇒ x − ۲ = ۳x + ۳ ⇒ x = −
'
x

۵
۲

f = ۰ ⇒ ۲(y − ۳) = ۶(y − ۵) ⇒ y − ۳ = ۳y − ١۵ ⇒ y = ۶
'
y

⎛

⎝

⎜⎜⎜
۵
۲

⎞

⎠

⎟⎟⎟

+ + ax + by + c = ۰x۲ y۲O(− , − )a

۲
b

۲
− ۴x + ۴ + − ۶y + ۹ = ۳ + ۶x + ۳ + ۳ − ۳۰y + ۷۵x۲ y۲ x۲ y۲

⇒ ۲ + ۲ + ١۰x − ۲۴y + ۶۵ = ۰ ⇒ + + ۵x − ١۲y + = ۰ ⇒ O(− ,۶)x۲ y۲ x۲ y۲ ۶۵
۲

۵
۲

+ + ۴x − ۲y + ١ = ۰x۲ y۲

O(− , − ) ⇒ O(−۲,١)a

۲
b

۲

R = = = ۲ ⇒ R = ۲١
۲

+ − ۴ca۲ b۲
− −−−−−−−−−

√ ١
۲

١۶ + ۴ − ۴− −−−−−−−√

OH = = y − ax − ۲ = ۰
|١+۲a−۲|

١+a۲√

|۲a−١|

١+a۲√

AB = ۲ ⇒ AH = ١ ⇒ + =( AH )۲ ( OH )۲ R۲

⇒ OH = = =−R۲ ( AH )۲
− −−−−−−−−−

√ ۴ − ١− −−−√ ۳√

⇒ = ⇒ − ۴a + ١ = + ۳ ⇒ − ۴a − ۲ = ۰
|۲a−١|

+١a۲√
۳√ ۴a

۲ ۳a
۲

a۲

Δ = ١۶ + ۸ = ۲۴ ⇒ a = ⇒ a = ۲±
۴± ۲ ۶√

۲
۶√

C(O,R)C(O ',R ')d = OO 'd = R + R '

+ + ax + by + c = ۰x۲ y۲R =
١
۲

+ − ۴ca۲ b۲
− −−−−−−−−−

√

+ = ١ ⇒ O(١, −١),R = ١(x − ١)
۲

(y + ١)
۲

+ + ۴x − ۶y + m = ۰ ⇒ O '(−۲,۳),R ' = = =x۲ y۲
١
۲

١۶ + ۳۶ − ۴m
− −−−−−−−−−−

√ ١
۲

۴(١۳ − m)
− −−−−−−−

√ ١۳ − m
− −−−−−

√

d = O 'O = = ۵ = R + R ' ⇒ ۵ = ١ ++(١ + ۲)
۲

(۳ + ١)
۲− −−−−−−−−−−−−−−

√ ١۳ − m
− −−−−−

√

⇒ = ۴ ١۳ − m = ١۶ ⇒ m = −۳١۳ − m
− −−−−−

√ − →−−
می رسانیم

به توان ۲
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گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. نکته: فاصله‌ی دو نقطه‌ی  و  برابر است با:36

باید معادله‌ی  را حل کنیم:

با توجه به فرم گسترده، مکان هندسی موردنظر، دایره‌ای به مرکز  است.

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است.37

گزینه‌ی ۳‏ پاسخ صحیح است. 38

گزینه‌ی ۲‏ پاسخ صحیح است.39

A( , )x١ y١B( , )x۲ y۲

AB = +( − )x۲ x١
۲ ( − )y۲ y١

۲
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−

√

AM = ۳BM

= ۳ ⇒+(x − ۲)
۲

(y − ۰)
۲− −−−−−−−−−−−−−−

√ +(x − ۰)
۲

(y − ۴)
۲− −−−−−−−−−−−−−−

√ − ۴x + ۴ +x۲ y۲
− −−−−−−−−−−−−

√

= ۳ ⇒ − ۴x + ۴ + = ۹( + − ۸y + ١۶)+ − ۸y + ١۶x۲ y۲
− −−−−−−−−−−−−−

√ x۲ y۲ x۲ y۲

⇒ ۸ + ۸ + ۴x − ۷۲y + ١۴۰ = ۰ + + x − ۹y + = ۰x۲ y۲ →
÷۸

x۲ y۲ ١
۲

۳۵
۲

(− , )١
۴

۹
۲

x − y − ١ = ۰ ⇒ d = = = = R
a + b + c∣∣ x١ y١ ∣∣

+a۲ b۲
− −−−−−

√

۲ + ١ − ١

۲√
۲√

+ = ۲ = ١(x − ۲)
۲

(y + ١)
۲

−→
y=۰

(x − ۲)
۲

x − ۲ = ١ ⇒ x = ۳

x − ۲ = −١ ⇒ x = ١

+ − ١۲x + ۴y + ۲ = ۰ + − ۶x + ۲y + ١ = ۰۲x
۲ ۲y

۲
→
÷۲

x۲ y۲

O(۳, −١),R = = ۳
١
۲

۳۶ + ۴ − ۴
− −−−−−−−

√

OA = = ۶ ⇒ OA = ۲R۳۶ + ۰
− −−−−

√

+ − ١۲x − ۴y − ١۲۹ = ۰ ⇒ + =x۲ y۲ (x − ۶)
۲

(y − ۲)
۲ ١۳۲

OH = = = ۵, r = ١۳
۶ − ۳(۲) − ۵∣∣ ١۰−−√ ∣∣

١ + ۹− −−−√

۵ ١۰
−−√

١۰−−√

= − = − = ١۴۴ ⇒ AH = ١۲AH۲ OA۲ OH۲ ١۳۲ ۵۲

AB = ۲AH = ۲۴
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گزینه‌ی ۳‏ پاسخ صحیح است. مرکز این دایره، روی خط وسطی قرار دارد:40

هاست و روی خط  هم هست. پس مرکز دایره روی محور 
یعنی باید نقطه‌ی  باشد. شعاع دایره، نصف فاصله‌ی این دو خط موازی است:

، یعنی حالا بیش‌ترین فاصله‌ی نقاط دایره از محور افقی، یعنی عرض بالاترین نقطه‌ی دایره، برابر است با 

.

y = = x + ١
x + ۴ + x − ۲

۲
yy = x + ١

C(۰,١)

۲R = = ⇒ R = =
|۴ − (−۲)|

+١۲ (−١)
۲

− −−−−−−−−
√

۶

۲√

۳

۲√

۳ ۲√

۲

+ RyC

١ +
۳ ۲√

۲
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1 1 2 3 4

2 1 2 3 4

3 1 2 3 4

4 1 2 3 4

5 1 2 3 4

6 1 2 3 4

7 1 2 3 4

8 1 2 3 4

9 1 2 3 4

10 1 2 3 4

11 1 2 3 4

12 1 2 3 4

13 1 2 3 4

14 1 2 3 4

15 1 2 3 4

16 1 2 3 4

17 1 2 3 4

18 1 2 3 4

19 1 2 3 4

20 1 2 3 4

21 1 2 3 4

22 1 2 3 4

23 1 2 3 4

24 1 2 3 4

25 1 2 3 4

26 1 2 3 4

27 1 2 3 4

28 1 2 3 4

29 1 2 3 4

30 1 2 3 4

31 1 2 3 4

32 1 2 3 4

33 1 2 3 4

34 1 2 3 4

35 1 2 3 4

36 1 2 3 4

37 1 2 3 4

38 1 2 3 4

39 1 2 3 4

40 1 2 3 4

1




